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ABSTRAK
Model distribusi panas pada koordinat selinder dapat direpresentasikan melalui persamaan
diferensial parsial. Pada penelitian ini, Finite Difference Method (FDM) dengan Skema
Backward Time Central Space (BTCS) diterapkan dalam menyelesaikan model matematika
perambatan panas, dengan media perambatan berupa benda yang berbentuk silinder.
Berdasarkan hasil yang diperoleh, skema BTCS dalam membentuk persamaan beda digunakan
ekspansi deret taylor pada setiap turunannya, selanjutnya persamaan beda diselesaikan dengan
melibatkan proses penyelesaian Sistem Persamaan Linear (SPL). Dalam menyelesaikan SPL,
digunakan metode inverse matriks. Pada beberapa hasil uji yang dilakukan, memberikan hasil
bahwa solusi skema BTCS stabil untuk semua panjang grid ruang dan waktu. Selain itu
persamaan beda yang diperoleh terbukti konsisten dan konvergen.
Kata Kunci: Persamaan panas silinder, Metode Beda Hingga, BTCS
I. PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang
Perambatan panas merupakan salah
satu fenomena fisis, yang dapat
direpresentasikan melalui persamaan
matematika. Salah satu jenis perambatan
panas yang dikenal yaitu perpindahan panas
konduksi. Proses perpindahan panas secara
konduksi berdasarkan jenis kondisi
perambatannya dikategorikan pada dua
kondisi, yaitu tunak dan tidak tunak [1].
Selanjutnya salah satu model yang
merepresentasikan perambatan panas adalah
persamaan Laplace yang mengasumsikan
aliran panas yang terjadi tidak bergantung
pada waktu [2]. Pada beberapa kondisi
asumsi ini memberikan hasil yang cukup
baik. Namun pada kenyataan di lapangan
menunjukkan bahwa terdapat banyak situasi,
dimana aliran panas yang tejadi dalam
keadaan tidak tunak. Oleh karena itu
dipandang perlu dilakukan suatu analisis
mengenai distribusi panas pada suatu benda
yang terjadi dalam keadaan tidak tunak.
Pada penelitian-penelitian
sebelumnya, pemodelan yang melibatkan
persamaan panas telah banyak
disimulasikan. Simulasi perpindahan panas
konduksi pada pengelasan logam tak sejenis,
antara baja tahan karat dan baja karbon
rendah dengan menggunakan metode beda
hingga [3]. Analisa temperatur pada proses
difusi obat dalam membran [4]. Selain itu
penelitian yang berkaitan dengan model
perambatan panas, juga telah dilakukan
dalam hal pengamatan proses sterilisasi
makanan dengan kemasan kaleng [5] dan
dalam analisis karakteristik aliran panas
dalam logam penghantar listrik [6].
Pada penelitian ini difokuskan pada
analisis perambatan panas yang terjadi pada
benda dengan bentuk dasar silinder dalam
keadaan tidak tunak dan menyelesaikannya
melalui metode beda hingga (Finite
Difference Method). Secara umum metode
beda hingga mudah digunakan dalam
penyelesaian problem fisis yang mempunyai
bentuk geometri yang teratur, seperti
interval dalam satu dimensi, domain kotak
dalam dua dimensi dan kubik dalam ruang
tiga dimensi [7].
Pada penelitian ini, metode yang
dipilih pada penyelesaian persamaan panas
koordinat silinder adalah metode BTCS
sebagai bagian dari skema implisit.
1.2. Rumusan Masalah
Adapun masalah yang dirumuskan
pada penelitian ini yaitu bagaimana
mengimplementasikan Metode Beda Hingga
dengan menggunakan skema BTCS pada
penyelesaian model Persamaan Diferensial
Parsial yang merepresentasikan masalah
perambatan panas koordinat silinder, dengan
menggunakan pendekatan beda hingga
melalui skema implisit BTCS.
1.3. Batasan Masalah
Pada penelitian ini, permasalahan
dibatasi pada penyelesaian persamaan panas
dengan menggunakan skema implisit BTCS
pada benda yang berbentuk dasar silinder
dengan mengasumsikan bahwa :
1. Benda tinjauan berbentuk dasar tabung,
dengan campuran bahan bersifat
homogen.
2. Tinjauan pengamatan perubahan panas
yang diamati yaitu pada lempengan
silinder pada sisi luar ke titik pusat
silinder.
3. Panas jenis, densitas, dan konduktivitas
termal bahan bersifat tetap.
4. Tidak terjadi perpindahan massa dan
pembangkitan panas atau reaksi kimia
dari dalam sistem.
1.4. Tujuan Penelitian
Adapun tujuan yang akan dicapai pada
penelitian ini yaitu :
1. Mengimplementasikan Metode
algoritma BTCS pada penyelesaian
model perambatan panas koordinat
silinder.
2. Melakukan analisis stabilitas,
konsistensi dan konvergensi dari
persamaan beda yang dihasilkan.
II. TINJAUAN PUSTAKA
2.1. Perpindahan Panas Konduksi
Hubungan dasar untuk perpindahan
panas dengan cara konduksi pertama kali
diusulkan oleh ilmuan perancis , J.B.J.
Fourier, tahun 1882. Jika ada perbedaan
temperatur pada suatu benda, maka akan ada
perpindahan energi dari suhu tinggi ke suhu
rendah, perpindahan energi ini disebut
konduksi. Laju perpindahan kalor konduksi
[8] :
ݍ= − ݇ܣ ߲ܶ
߲ݔ
(2.1)
dimana:
ݍ = laju perpindahan kalor (watt/m)
డ்
డ௫
= gradien suhu
݇ = konduktivitas termal bahan
(watt/m.oC)
2.2. Persamaan Panas Silinder
Persamaan konduksi pada tiga dimensi
dapat diturunkan dari bentuk kontrol volume
yang tepi-tepinya ∆ݔ, ∆ݕ, dan ∆ݖ masing-
masing sejajar dengan sumbu x, y, dan z.
Berikut model matematika perpindahan
panas pada koordinat kartesius :
ଵ
ఈ
∙
డ்
డ௧
= ቂడమ்
డ௫మ
+ డమ்
డ௬మ
+ డమ்
డ௭మ
ቃ (2.2)
dimana, ߙ = ௞
ఘ௖
disebut koefisien difusi
termal.
Transformasi persamaan panas pada
sistem koordinat kartesius ܶ(ݔ,ݕ,ݖ) ke
dalam koordinat silinder ܶ(ݎ,ߠ,ݖ), dapat
dilakukan dengan menggunakan pendekatan
transformasi koordinat polar. Berikut model
matematika persamaan panas pada koordinat
silinder yang ditinjau :
∙
߲ܶ
߲ݐ
= ቈ1
ݎ
߲ܶ
߲ݎ
+ ߲ଶܶ
߲ݎଶ
+ ߲ଶܶ
߲ݖଶ
቉
(2.3)
Persamaan di atas merupakan persamaan
panas pada silinder dalam pentuk persamaan
diferensial parsial. Dengan ܶ(ݎ,ݖ,ݐ) adalah
suhu di lokasi tabung (r,z) dengan ݎ(0 ≤
ݎ≤ ܴ) dan ݖ(0 ≤ ݖ≤ ܮ) saat waktu t [5].
III. METODE PENELITIAN
3.1. Lokasi Penelitian
Penelitian ini dilaksanakan di Institut
Agama Islam Negeri Parepare dengan
menggunakan fasilitas laboratorium
komputasi TIPD IAIN Parepare.
3.2. Tahapan Penelitian
Tahapan penelitian yang dilakukan
adalah sebagai berikut:
1. Analisis model dengan mengidentifikasi
karakteristik persamaan (2.3).
2. Analisis metode, menganalisis
keefektifan metode beda hingga skema
BTCS dalam hal ini analisis konsistensi.
3. Pengembangan metode, membangun
algoritma penyelesaian
4. Penyusunan program dalam software
Matlab.
5. Pengujian metode terhadap beberapa
kasus.
6. Evaluasi penggunaan Program.
7. Uji stabilitas dan konvergensi.
IV. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1. Ekspansi Deret Taylor
Berdasarkan persamaan dasar (2.3)
maka diperoleh hasil ekkspansi deret Taylor
untuk turunan parsial terhadap waktu (ݐ),
ruang dimensi(ݎ) dan (ݖ) diperoleh :
1. Ekspansi deret Taylor Terhadap
dimensi waktu (ݐ) diperoleh
ܶ(ݎ,ݖ,ݐ− ∆ݐ)= ܶ(ݎ,ݖ,ݐ) − ∆ݐ߲ܶ (ݎ,ݖ,ݐ)
߲ݐ+ (∆ݐ)ଶ2! ߲ଶܶ(ݎ,ݖ,ݐ)߲ݐଶ − ∙∙∙
(4.1)
2. Ekspansi deret Taylor terhadap jari-jari
silinder (ݎ) diperoleh pendekatan beda
pusat untuk turunan pertama :
డ்
డ௥
ቚݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ ≈ ்൫௥೔శభ,௭ೕ,௧೙൯ି ்൫௥೔షభ,௭ೕ,௧೙൯
ଶ∆௥
(4.2)
untuk turunan kedua, pendekatan beda
pusat terhadap ruang (r) diperoleh :
߲ଶܶ
߲ݎଶ
ቤݎ௜,ݖ௝,ݐ௡
≈
ܶ൫ݎ௜+ ∆ݎ,ݖ௝,ݐ௡൯− 2ܶ൫ݎ௜,ݖ௝,ݐ௡൯+ ܶ൫ݎ௜− ∆ݎ,ݖ௝,ݐ௡൯(∆ݎ)ଶ
(4.3)
3. Ekspansi deret Taylor terhadap tinggi
silinder (ݖ) diperoleh pendekatan beda
pusat diperoleh: డ
మ்
డ௭మ
ቚݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ ≈
்൫௥೔,௭ೕశభ,௧೙൯ି ଶ்൫௥೔,௭ೕ,௧೙൯ା்൫௥೔,௭ೕషభ,௧೙൯(∆௭)మ
(4.4)
Dan untuk mempermudah notasi
diberikan ௜ܶ,௝௡ = ܶ൫ݎ௜,ݖ௝,ݐ௞൯, sebagai bentuk
diskritisasinya demikian pula untuk :
ܶ൫ݎ௜ାଵ,ݖ௝,ݐ௡൯= ௜ܶି ଵ,௝௡
ܶ൫ݎ௜,ݖ௝ାଵ,ݐ௡൯= ௜ܶ,௝ାଵ௡ ;ܶ൫ݎ௜,ݖ௝ି ଵ,ݐ௡൯= ௜ܶ,௝ି ଵ௡
ܶ൫ݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ାଵ൯= ௜ܶ,௝௡ାଵ;ܶ൫ݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ିଵ൯= ௜ܶ,௝௡ିଵ
Persamaan beda mundur terhadap waktu ݐ
menjadi :
߲ܶ
߲ݐ
ฬݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ ≈ ௜ܶ,௝௡ − ௜ܶ,௝௡ିଵ
∆ݐ
(4.5)
Persamaan beda pusat terhadap ruang ݎ
menjadi :
డ்
డ௧
ቚݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ ≈ ೔்శభ,ೕ೙ ି ೔்షభ,ೕ೙
ଶ∆௥
;
(4.6)
డమ்
డ௥మ
ቚݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ ≈ ೔்శభ,ೕ೙ ିଶ ೔்,ೕ೙ା ೔்షభ,ೕ೙(∆௥)మ ;
(4.7)
Persamaan beda pusat terhadap ruang ݖ
menjadi :
డమ்
డ௭మ
ቚݎ௜,ݖ௝,ݐ௡ ≈ ೔்,ೕశభ೙ ିଶ ೔்,ೕ೙ା ೔்,ೕషభ೙(∆௭)మ ; (4.8)
4.2. Penyelesaian Metode Beda Hingga
Skema BTCS
Di dalam metode BTCS, turunan
waktu డ்
డ௧
diaproksimasi dengan
menggunakan beda mundur sedangkan
turunan untuk ruang డ்
డ௥
, డమ்
డ௥మ
,డ
మ்
డ௭మ
diaproksimasi dengan menggunakan beda
tengah. Pada syarat batas di pusat silinder
dan pada sepanjang pusat silinder
menggunakan syarat batas Neumann
sedangkan batas lainnya menggunakan
syarat batas Dirichlet.
Persamaan bedanya dapat disusun
melalui persamaan (4.5), (4.6), (4.7), (4.8)
yang disubtitusi kedalam persamaan (2.21)
yang merupakan persamaan panas pada
koordinat silinder, dengan demikan
diperoleh persamaan beda dengan skema
BTCS:
ଵ
ఈ
∙
೔்,ೕ೙ି ೔்,ೕ೙షభ
∆௧
=
ଵ
௥
೔்శభ,ೕ೙ ି ೔்షభ,ೕ೙
ଶ∆௥
+ ೔்శభ,ೕ೙ ିଶ ೔்,ೕ೙ା ೔்షభ,ೕ೙(∆௥)మ +
೔்,ೕశభ೙ ିଶ ೔்,ೕ೙ା ೔்,ೕషభ೙(∆௭)మ ;
(4.9)
Dalam bentuk yang sederhana dapat
dituliskan menjadi :
௜ܶ,௝௡ିଵ = ௜ܶ,௝௡ − ቀఈ∆௧ଶ௥∆௥ቁ൫ܶ ௜ାଵ,௝௡ − ௜ܶି ଵ,௝௡ ൯−
ቀ
ఈ∆௧(∆௥)మቁ൫ܶ ௜ାଵ,௝௡ − 2 ௜ܶ,௝௡ + ௜ܶି ଵ,௝௡ ൯−
ቀ
ఈ∆௧(∆௭)మቁ൫ܶ ௜,௝ାଵ௡ − 2 ௜ܶ,௝௡ + ௜ܶ,௝ି ଵ௡ ൯;
(4.10)
Dari persamaan (4.10), dimisalkan :
ቀ
ఈ∆௧
௥ଶ∆௥
ቁ= ܣ,ቀఈ∆௧(∆௥)మቁ= ܤ,ቀఈ∆௧(∆௭)మቁ= ܥ,
diperoleh :
௜ܶ,௝௡ିଵ = ௜ܶ,௝௡ − (ܣ)൫ܶ ௜ାଵ,௝௡ − ௜ܶି ଵ,௝௡ ൯−(ܤ)൫ܶ ௜ାଵ,௝௡ − 2 ௜ܶ,௝௡ + ௜ܶି ଵ,௝௡ ൯− (ܥ)൫ܶ ௜,௝ାଵ௡ −2 ௜ܶ,௝௡ + ௜ܶ,௝ି ଵ௡ ൯;
(4.11)
௜ܶ,௝௡ = (1 + 2ܤ + 2ܥ) ௜ܶ,௝௡ାଵ− (ܣ+ ܤ) ௜ܶାଵ,௝௡ାଵ
− (ܤ − ܣ) ௜ܶି ଵ,௝௡ାଵ
− (ܥ)൫ܶ ௜,௝ାଵ௡ାଵ + ௜ܶ,௝ି ଵ௡ାଵ൯
(4.12)
Misal :(1 + 2ܣ+ 2ܥ) = ߚ, (ܣ+ ܤ) = ߣ,(ܤ − ܣ) = ߤ, (ܥ) = ߛ
maka :
௜ܶ,௝௡ = ߚ൫ܶ ௜,௝௡ାଵ൯− ߣ൫ܶ ௜ାଵ,௝௡ାଵ൯− ߤ൫ܶ ௜ି ଵ,௝௡ାଵ൯
− ߛ൫ܶ ௜,௝ି ଵ௡ାଵ + ௜ܶ,௝ି ଵ௡ାଵ൯
(4.13)
Persamaan (4.13) merupakan skema beda
hingga yang digunakan untuk menentukan
nilai-nilai ܶ( ,݅ ,݆ )݊ pada setiap ruang-ruang
yang telah didiskritisasi.
4.3. Analisis Konsistensi
Berdasarkan landasan teori yang
menyatakan bahwa suatu persamaan beda
dikatakan konsisten dengan persamaan
differensial yang dihampiri, jika selisih
antara persamaan beda dengan persamaan
differensial parsialnya dapat menuju nol
jika grid-grinya menuju nol dengan kata
lain persamaan beda tersebut dapat diubah
menjadi PDP awal apabila panjang gridnya
dibuat menuju nol. Dalam hal ini ∆ݎ→0,∆ݖ→ 0, ∆ݐ→ 0 [6].
Dalam tinjauan konsistensi suatu
persamaan beda, dapat dilakukan dengan
mensubtitusi bentuk ekspansi deret Taylor
setiap bentuk diskritisasi yang terlibat.
a. Ekapansi deret Taylor dari ௜ܶ±ଵ,௝௡
disekitar ௜ܶ,௝௡ dapat dinyatakan dengan:
௜ܶ±ଵ,௝௡ = ௜ܶ,௝௡ ± ( ௥ܶ)௜,௝௡ (∆ݎ) ±( ௥ܶ௥)௜,௝௡ (∆௥)మଶ! ± ( ௥ܶ௥௥)௜,௝௡ (∆௥)యଷ! ±⋯
(4.14)
b. Ekapansi deret Taylor dari ௜ܶ,௝±ଵ௡
disekitar ௜ܶ,௝௡ dapat dinyatakan dengan:
௜ܶ,௝±ଵ௡ = ௜ܶ,௝௡ ± ( ௭ܶ)௜,௝௡ (∆ݖ) ±( ௭ܶ௭)௜,௝௡ (∆௭)మଶ! ± ( ௭ܶ௭௭)௜,௝௡ (∆௭)యଷ! ±⋯
(4.15)
c. Ekapansi deret Taylor dari
௜ܶ,௝௡±ଵ
disekitar ௜ܶ,௝௡ dapat dinyatakan dengan:
௜ܶ,௝௡±ଵ = ௜ܶ,௝௡ ± ( ௧ܶ)௜,௝௡ (∆ݐ) ±( ௧ܶ௧)௜,௝௡ (∆௧)మଶ! ± ( ௧ܶ௧௧)௜,௝௡ (∆௧)యଷ! ±⋯
(4.16)
Dari setiap bentuk ekspansi deret
Taylor diatas dilakuakan pensubtitusian
ekspansi deret Taylor kedalam persamaan
beda, yaitu persamaan beda pada skema
BTCS pada persamaan (4.14), (4.15), (4.16)
ke dalam persamaan (4.13) pada masing-
masing bentuk diskritisai yaitu ௜ܶ,௝௡ାଵ, ௜ܶାଵ,௝௡ ,
௜ܶାଵ,௝௡ , ௜ܶି ଵ,௝௡ , ௜ܶ,௝ାଵ௡ , ௜ܶ,௝ି ଵ௡ , dengan
demikian diperoleh :
௜ܶ,௝௡ − ( ௧ܶ)௜,௝௡ (∆ݐ) + ( ௧ܶ௧)௜,௝௡ (∆ݐ)ଶ2!
− ( ௧ܶ௧௧)௜,௝௡ (∆ݐ)ଷ3! +⋯ =
−൬
1
ߙ
൰( ௧ܶ)௜,௝௡ + ( ௧ܶ௧)௜,௝௡ (∆ݐ)2!
− ( ௧ܶ௧௧)௜,௝௡ (∆ݐ)ଶ3! +⋯
(4.17)
Selanjutnya dengan melimitkan Δr → 0, Δz
→ 0 dan Δt → 0, pada persamaan (4.17)
dengan demikian diperoleh :
ቀ
ଵ
ఈ
ቁ( ௧ܶ)௜,௝௡ = ቀଵ௥ቁ( ௥ܶ)௜,௝௡ + ( ௥ܶ௥)௜,௝௡ + ( ௭ܶ௭)௜,௝௡
(4.18)
Dari hasil yang diperoleh pada
persamaan (4.18) menunjukkan bahwa
persamaan beda dengan skema BTCS
konsisten karena dengan membuat panjang
gridnya menuju nol, ternyata persamaan
beda yang diperoleh kembali ke dalam PDP
awal, dalam hal ini persamaan (2.3).
4.4. Algoritma Penyelesaian Skema BTCS
Adapun langkah-langkah sebagai alur
kerja yang disusun pada penyelesaian
persamaan panas dengan menggunakan
skema implisit BTCS adalah sebagai
berikut:
1. Mendefinisikan parameter-parameter
dan nilai dari variabel-variabel yang
diberikan.
2. Mendefinisikan syarat awal untuk t=0
dan syarat batas yaitu.
Syarat awal :
ܶ(ݎ,ݖ, 0) = ଴ܶ; ݐ= 0 atau ݊= 1,∀ݎ,∀ݖ
Syarat batas :
ܶ(ݎ, 0,ݐ) = ௧ܶ, ݖ= 0 atau ݆= 1,∀ݎ,∀ݐ> 0
ܶ(ݎ,ܮ,ݐ) = ௧ܶ, ݖ= ܮatau ݆= ݆− max,∀ݎ,∀ݐ> 0
ܶ(ܴ,ݖ,ݐ) = ௧ܶ, ݎ= ܯ atau ݅= ,݆∀ݖ,∀ݐ> 0
߲ܶ
߲ݎ
ฬ
௥ୀ଴
= 0, ݎ= 0 atau ݅= ݅− max,∀ݐ> 0
3. Melakukan perhitungan dengan
menggunakan skema numerik metode
BTCS yang diperoleh pada persamaan
beda hingga pada setiap titik yang
didiskritisasi.
4. Menentukan dan menyusun ukuran
matriks awal berdasarkan SPL yang
terbentuk pada skema BTCS yang
digunakan untuk menghasilkan solusi
numerik pada nilai-nilai yang berada
pada step waktu n.
5. Mengalikan matriks koefisien fungsi
dengan matriks vektor sehingga
membentuk sistem persamaan linear
࡭࢞= ࡮.
6. Menyelesaikan matriks yang terbentuk
untuk menentukan vektor solusi awal
dalam hal ini x1dengan metode inverse
matriks.
7. Melakukan perhitungan yang sama pada
matriks baru dimana nilai dari vektor
fungsi menggunakan nilai dari vektor
solusi yang ada sebelumnya dan nilai-
nilai pada syarat batas yang diberikan
sesuai dengan sistem persamaan yang
terbentuk.
8. Mencetak dan menyimpan penyelesaian
SPL untuk digunakan pada perhitungan
matriks selanjutnya.
9. Menghentikan matriks pada step waktu
t-max.
10. Selanjutnya menampilkan distribusi
panas yang terjadi pada setiap step
waktu yang dihasilkan.
11. Menganalisis grafik yang dihasilkan
pada skema implisit BTCS.
4.5. Simulasi Komputasi
Pengujian kasus pada persamaan
panas koordinat silinder ini dilakukan
dengan menentukan parameter-parameter
yang dibutuhkan serta nilai-nilai dari
variabel yang didefinisikan diantaranya
koefisien difusi bahan, syarat awal, syarat
batas, tinggi dan jari-jari silinder.
Keseluruhan proses kerja ini diselesaikan
dengan bantuan program yaitu software
Matlab.2017 dan Transform serta bantuan
perhitungan dengan menggunakan Microsoft
Office Excel.
Dalam menjalankan program
tersebut terlebih dahulu dilakukan suatu
pendefinisian pada koefisien difusi, Tinggi
silinder (ܮ) dan jari-jari silinder (ܴ), serta
waktu (ݐ). Dilanjutkan dengan pendefinisian
jumlah grid, syarat awal dan syarat batas.
Berikut simulasi yang dilakukan pada dua
kasus yang berbeda.
Kasus I
Pada kasus ini disimulasikan ukuran
ruang yang lebih kecil dengan jumlah grid
yang lebih sedikit. Ukuran-ukuran yang
digunakan pada simulasi skema implisit
BTCS pada kasus I, diantaranya :
- Koefisien difusi(α) = 0.00178 cmଶ/s
- Panjang jari-jari silinder(R) = 0,5 ܿ݉
- Tinngi silinder (L) = 0,5 ܿ݉
- Panjang grid
∆ݐ= 0.5 ;∆ݎ= 0,1; ∆ݖ= 0,1
- Jumlah grid ݎ
ܯ = ଴,ହ
଴,ଵ+ 1 = 6
- Jumlah grid ݖ
ܰ = ଴,ହ
଴,ଵ+ 1 = 6
- Step waktu ݐ
ܲ = ଷ଴
଴.ହ+ 1 = 61
- Syarat awal
ܶ(ݎ,ݖ, 0) = 27଴ܥ ; ∀ݎ,∀ݖ,ݐ= 0,
Dari syarat awal dan syarat batas yang
diberikan, maka titik pencarian yang
diperoleh yaitu berukuran (4 × 3), dengan
ukuran tersebut maka sistem persamaan
yang terbentuk sebanyak 12 persamaan dan
membentuk sistem persamaan linier.
Selanjutnya dari sistem persamaan tersebut,
dibentuklah matriks koefisien, vektor solusi
dan vektor fungsinya.
Berikut visualisai perubahan
temperatur yang terjadi setelah dilakukan
Running Program.
Gambar 4.1. Distribusi Panas pada Silinder
skema BTCS Kasus I
Pada Gambar (4.1) merupakan
visualisasi kondisi temperatur dari waktu ke
waktu pada satu segmen yang sama pada
bagian silinder. Dapat dijelaskan bahwa
setiap sisi ( ,݅ )݆ terdiri dari 6 grid jari-jari
dan 6 grid tinggi silinder yang saling
berpotongan kemudian membentuk (5 × 5)
petak pada setiap sisinya.
Mengenai perubahan panas yang
terjadi, dapat dijelaskan bahwa dari waktu
ke waktu mengalami peningkatan suhu.
Berikut visualisasi kondisi temperatur dan
perubahannya dari waktu ke waktu, pada
Gambar (4.2) dan (4.3)
Gambar 4.2. Perubahan Temperatur
Gambar 4.3. Grafik Kondisi Perubahan Temperatur Grafik pada ܶ(ݎ, ௅
ଶ
) untuk t tertentu.
Pada Gambar (4.2) dan (4.3)
menunjukkan kondisi temperatur dan grafik
pada saat t=0;t=0,5;t=1; t=5; t=10; t=15;
t=20, dan
t=30. Pada saat t=0, dalam hal ini
kondisi temperatur yang diberikan pada
syarat awal. Terlihat bahwa pada semua titik
mempunyai intensitas warna yang sama
yaitu dengan warna biru (27଴ܥ). Dengan
menggunakan ukuran ∆ݐ= 0,5 ;∆ݎ=0,1; ∆ݖ= 0,1;ݐ− end = 30ݏ, dipilih
beberapa kondisi dalam waktu yang berbeda
yaitu pada bidang (r,z) yang sama. Dapat
dijelaskan bahwa mengenai intensitas warna
yang ada, warna biru mengindikasikan
temperatur yang l lebih rendah (25଴ܥ−50଴ܥ), warna hijau mengindikasikan
temperatur sedang (51଴ܥ− 90଴ܥ) dan
warna kuning mengindikasikan temperatur
yang tinggi (91଴ܥ− 100଴ܥ) serta yang
berwarna merah mengindikasikan kondisi
temperatur yang sangat tinggi (101଴ܥ−120଴ܥ).
Kasus II
Pada uji simulasi ini digunakan
ukuran ruang yang lebih besar dengan
jumlah grid yang lebih banyak untuk
meninjau stabilitas dan konvergensinya.
Untuk kebutuhan simulasi digunakan
parameter-parameter sebagai berikut :
- Koefisien difusi(α) = 0,00178 ܿ݉ ଶ/s
- Panjang jari-jari silinder(R) = 1,6 ܿ݉
- Tinngi silinder (L) = 1,6 ܿ݉
- Waktu yang digunakan (t) = 200 s
- Panjang grid
∆ݐ= 0.25 ;∆ݎ= 0,1; ∆ݖ= 0,1
- Syarat batas lainnya, menggunakan
masalah Neumann
߲ܶ
߲ݎ
ฬ
௥ୀ଴
= 0,
ଵܶ଻,௝௡ = ܶ(ݐ); untuk ݆= 2,3, . . ,16;݊= 2,3, … ,801; ݅= 17
Dari hasil simulasi, diperoleh hasil berikut :
Gambar 4.4. Distribusi Panas pada Silinder
Skema BTCS Kasus II
Gambar 4.5. Grafik Perubahan Suhu
pada ܶ(ݎ, ௅
ଶ
,ݐ) Skema BTCS Kasus II
Gambar 4.6. Grafik Perubahan Suhu pada
ܶ(ோ
ଶ
,ݖ,ݐ) Skema BTCS Kasus II
Pada Gambar (4.4) merupakan
grafik persamaan panas pada silinder dengan
ukuran ruang dan waktu yang diberikan
pada kasus II untuk simulasi skema BTCS.
Ukuran grid yang digunakan merupakan
bagian dari uji konvergensi, yaitu ukuran
grid yang sangat kecil menuju ke nol. Pada
Gambar (4.5) merupakan grafik perubahan
panas yang diambil pada bagian
pertengahan tinggi silinder di sepanjang jari-
jari silinder yaitu pada titik ܶ(ݎ, ௅
ଶ
) dari
waktu ke waktu. Sedangkan pada Gambar
(4.6) menunjukkan perubahan panas yang
diambil pada pertengahan jari-jari silinder di
sepanjang tinggi silinder yaitu pada titik
ܶ(ோ
ଶ
,ܮ) dari waktu ke waktu.
4.6. Sabilitas metode BTCS
Mengenai syarat kestabilan pada
metode BTCS sebagai skema implisit, dapat
dijelaskan bahwa dari simulasi-simulasi
yang dilakukan dengan menggunakan skema
BTCS tetap stabil untuk semua kondisi. Hal
ini sesuai dengan teori-teori yang ada bahwa
skema BTCS stabil tak bersyarat (Stable
Unconditional). Pada penyelesaian skema
BTCS pada persamaan panas koordinat
silinder dilakukan dengan membentuk
sistem persamaan liniernya pada setiap
tingkatan waktu. Dengan demikian untuk
memperoleh solusinya harus dilakukan
dengan memecahkan sistem persamaan
linier (SPL). Dengan demikian pada
penyelesaian persamaan panas pada
koordinat silinder dengan menggunakan
metode beda hingga skema implisit BTCS,
dari simulasi program dapat disimpulkan
bahwa stabil tanpa syarat.
4.7. Konvergensi Metode BTCS
Dalam metode uji konvergensi, dapat
dilakukan dengan mengidentifikasi selisih
dari solusi numerik dengan solusi
analitiknya sebagai kesalahan. Apabila
kesalahan atau eror yang diperoleh menuju
nol saat membuat panjang grid-gridnya juga
menuju nol. Namun ketika dalam suatu
PDP, tidak diperoleh solusi analitiknya.
Maka analisis lain yang dapat digunakan
dalam uji konvergensi yaitu dengan
menggunakan teorema Lax Eqivalensi
melalui pendekatan uji konsistensi dan
stabilitas persamaan beda yang digunakan.
Serta dengan mengamati perubahan solusi
yang dihasilkan pada saat panjang gridnya
dibuat menuju nol.
Uji konvergensi pada skema BTCS
dengan mengamati perubahan nilai yang
terjadi pada titik ܶ(ோ
ଶ
, ௅
ଶ
) pada step waktu
akhir,melalui pemilihan Δr, Δz → 0 dan Δt
→ 0. Dengan menggunakan Koefisien
difusi, ukuran jari-jari, tinggi, dan waktu
pemanasan yang sama. Pada tabel 1
menyajikan uji konvergensi metode BTCS.
Tabel 1. Uji Konvergensi BTCS
Pada tabel (1), memberikan 5 kasus
yang berbeda dan memberi sebagai solusi
pada titik ܶ(ோ
ଶ
, ௅
ଶ
,ݐ௘௡ௗ) pada waktu akhir
dengan menggunakan ukuran grid yang
berbeda. Pada kasus pertama menggunakan
∆ݐ= 2 ;∆ݎ= 0,8; ∆ݖ= 0,8.
Kemudian selanjutnya
menggunakan ukuran grid yang lebih kecil
yaitu setengah dari ukuran grid pada kasus
sebelumnya. Dari kasus-kasus tersebut
diamati solusi yang dihasilkan pada titik
ܶ(ோ
ଶ
, ௅
ଶ
,ݐ௘௡ௗ). Pada tabel (5.1) nampak
bahwa selisih dari solusi yang dihasilkan
menuju nol, dengan demikian solusi dari
skema BTCS konvergen.
V. KESIMPULAN DAN SARAN
5.1 Kesimpulan
Kesimpulan yang dapat diuraikan
pada penelitian ini adalah bahwa persamaan
beda dengan skema BTCS konsisten
terhadap PDP dalam penyelesaian
persamaan panas pada koordinat silinder.
Sedangkan stabilitas dari metode beda
hingga BTCS berupa stabil tak bersyarat.
Selanjutnya, solusi yang dihasilkannya
konvergen melalui pendekatan tinjauan
terhadap selisih dari solusi yang
dihasilkannya menuju nol ketika panjang
gridnya juga dibuat menuju nol yaitu Δr, Δz
→ 0 dan Δt → 0.
5.2 Saran
Dalam penyelesaian persamaan panas
koordinat silinder dengan menggunakan
metode beda hingga skema implisit BTCS
sebagai solusi numerik, dapat digunakan
pada beberapa aplikasi yang melibatkan
proses difusi pada koordinat silinder. Sebaga
pengembangan penelitian selanjutnya,
disarankan pada penyelesaian secara analitik
serta dilengkapi data pengamatan melalui uji
laboratorium yang dapat menjadi
pembanding dalam menentukan keakuratan
dari solusi numerik yang diperoleh dari
simulasi komputasi.
DAFTAR PUSTAKA
[1] Holman, J.P., 1991, Perpindahan Kalor.Edisi VI. Erlangga, Jakarta
[2] Hartanto, 2008. Penyelesaian Numerik Persamaan Laplace dan Persamaan Poisson dalam
Pelat Persegi Panjang dan Pelat Cakram dengan Metode Beda Hingga. Universitas Sanata
Dharma. Yogyakarta.
[3] Prasetya E, Arifin Z, Joko TS., 2010. Simulasi Perpindahan Panas Konduksi pada Lapisan
Baja Tahan Karat AISI 304 dan Baja Karbon SS 400 dengan Metode Beda Hingga.
Mekanika. Vol. 9 No. 1. Universitas Sebelas Maret. Surakarta.
[4] Annur, Hanifwati dan Santosa, H.H., (2008). Analisa Temperatur Pada Proses Difusi Obat
Dalam Membran Dengan Menggunakan Metode Diferensial Parabolik Untuk Mendeteksi
Sinyal Foto Akustik. Jurnal Ilmiah GIGA. Volume 11. Jurusan Sistem Informasi. Fakultas
Teknologi Komunikasi dan Informatika. Universitas Nasional, Jakarta.
[5] Ardian, Dedik., 2010. Analisa Persamaan Panas dan Nilai Sterilisasi Pada Proses
Sterilisasi Makanan Kaleng. PENELITIAN JURUSAN MATEMATIKA ITS, Surabaya.
[6] Dita F., Widodo B., 2013. Karakteristik Aliran Panas dalam Logam Penghantar Listrik.
Jurnal Teknik Pomits. Vol. 1, No. 1. pp. 1-5. Institut Teknologi Sepulah Nopember.
Surabaya.
[7] Li Q., Chen Z., Flechtner U., Warnecke H.J., 1998. Heat Transfer And Pressure Drop
Characteristics In Rectangular Channels With Elliptic Pin Fins, INTERNATIONAL
JOURNAL OF HEAT AND FLUID FLOW. Vol. 19. pp. 245-250
[8] Yunus, Asyari D., 2009. Perpindahan Panas dan Massa. Diktat Kuliah. Jurusan Teknik
Mesin. Fakultas Teknik Universitas Darma Persada. Jakarta.
